Défi ouvert canadien de mathématiques

Solutions et remarques
Partie A

1. Ondéinit |’ opération“ A” commesuit:aAbzl—%, b#0.

Quelleest lavaleur de (1A2)A(3A4)?

Solution
D’apresladéfinition de |’ opération“ A” :

[
[

Donc (182)a(3a4) = EoAHH=1-2 =1-2=1.

BN

Réponse : -1

2. Lasuite9, 18, 27, 36, 45, 54, ... est formée des multiples de 9, dans |’ ordre. On transforme cette suite en multipliant
chaque deuxiéme terme par —1, en commengcant par le premier, ce qui donne la suite -9, 18, =27, 36, —45, 54, ...

Déterminer lavaleur de n pour laquelle la somme des n premiers termes de cette derniére suite est égale a 180.

Solution

On additionne d’ abord le 1% terme au 2°, le 3° au 4°, le 5° au 6°, etc.
Chague somme égale 9.

Il faut additionner 20 telles sommes pour obtenir une somme de 180.
Il faut donc additionner 2 x 20, ou 40 termes.

Réponse : 40



Le symbole n! représente le produit n(n—1)(n—2)L (3)(2)(1).
Par exemple, 4= 4(3)(2)(1) . Déterminer lavaleur de n pour laquelle ni= (215)(36)(53)(72)(11)(13).

Solution
Onremarquequesi m<n, alorsmest un diviseur de nl. On peut donc conclure que:
puisque 13 est un facteur premier de n!, n est supérieur ou égal a13;
puisque 17 n’est pas un facteur premier de n!, n est inférieur a17.
Puisque 5° est un facteur de !, aors n(n—1)(n—2)L (3)(2)(1) doit avoir trois multiples de 5 comme facteurs.
Donc n=15.
Onadonc n=15 ou n=16.
Comptons le nombre de facteurs 2 dans la factorisation premiére de 16!.
On examine ses facteurs pairs, 2, 4, 6, 8, 10, 12, 14 et 16.
Lesfacteurs 2, 6, 10 et 14 contribuent chacun 1 facteur 2.
Lesfacteurs 4 et 12 contribuent chacun 2 facteurs 2.
Lefacteur 8 contribue 3 facteurs 2.
Lefacteur 16 contribue 4 facteurs 2.
Il'y adonc 15 facteurs 2 dans la factorisation premiére de 16!. Donc n=16.
Réponse : 16

Le symbole D représente le plus grand entier qui est inférieur ou égal ax. Par exemple, [5,770=5, M=3 et [@1=4.
Calculer lavaleur delasomme

G0+ (20 B30+ Blap+L + 480+ B/4e0 (/500

Solution
On remarque que si k est un entier positif et si k? <n<(k+1)?, dors k<+/n <k+1,d’oi [[Vn[]=k.
Donc: s 1sn<3,dors [J/n[]=1;
s 4<n<8,dors [§/n]=2;
s 9<n<15,dors [3/n[]=3;
etc.
Lasomme est donc égalea:

(1+1+D)+(2+2+242+2)+ 3+ +3)+ - +(6+ - +6) +(7+7)

=3(1) +5(2) + 7(3) + 9(4) +11(5) + 13(6) + 2(7)
=3+10+21+36 +55 +78 +14
=217

Réponse : 217

Combieny a-t-il d’entiers positifs de cing chiffres dont e produit des chiffres est égal a 2000?

Solution

Puisque le produit des chiffres doit égaler 2000, alors abcde = 2000 = 245°.
Donc trois des chiffres doivent étre 5 et les deux autres chiffres doivent avoir un produit de 2*, ou 16.



Ces deux autres chiffres doivent donc étre 4 et 4 ou bien 2 et 8.
On peut continuer de deux fagons.

1" facon
1 cas: Leschiffressont5,5,5,4et4. llya % ou 10 entiers possibles.
2°cas: Leschiffressont5,5,5,2¢et 8. 1lya % ou 20 entiers possibles.
En tout, il y a 30 entiers possibles. .

Oou
2°facon

llya %E ou 10 fagons de choisir les 3 positions pour les chiffres 5. Pour chacune d’ elles, on peut compléter I’ entier de

trois fagons, ¢’ est-a-dire en placant, dans |’ ordre, 2 et 8, 4 et 4 ou bien 8 et 2 dans les deux autres positions.
Le nombre d’ entiers possibles est égal a 10 x 3, ou 30.

Réponse : 30
Résoudre I’ équation 4(16-““2X):265‘“X, ol 0< x<2m.
Solution
On écrit 4 et 16 comme puissances de 2.
4(165m2 x):26sinx
22(245in2x):26sinx
24sin2 X+2 _ oBsinx
Donc :
4sin®>x+2=6sinx
2sin>x—3sinx+1=0
(2sinx-1)(sinx-1)=0
Donc sinx:% ou sinx=1.
Puisque 0< x < 2, alors X:E,ztou T—T.
6 6 2
Réponw' T_T z[ 1_-[
' 6'6 2



On definit lasuite de nombres ..., a3, a_,, 8.4, 8y, &, &, 8, ... COMME Suit :

Pour tout entier n, a, —(n+1)a,_, =(n+3)°. Evaluer &

Solution
On constate que deux valeurs de n donnent une équation contenant le terme a,, soit N=0 et N=2.

Si n=0, |'équation devient a; —a, = 9.
S n=2,|'équation devient a, —3a, = 25.
On additionne ces deux équations, membre par membre, pour obtenir —2a, =34, d' ot a; = —-17.

Réponse : =17

Lediagrammeillustre un triangle équilatéral ABC. Lecercle Em D

inscrit aun rayon de 1. Le grand cercle passe par |es sommets du
rectangle ABDE.
Qud est le diamétre du grand cercle?

A B
Solution
On détermine d’ abord la longueur des cotés du triangle équilatéral ABC. C
Soit O le centre du petit cercle et soit P le point de tangence du cercle au ‘\
coté AB. q.

30°

On trace les segments OP et OB. ‘ I X
Puisque P est le point de tangence, alors JOPB- 90 . A P B

Puisque OCBA= 60 , alors HOBR= 30 par symétrie.

Puisque OP =1 et queletriangle BOP est un triangle 30°-60°-90°, alors OB=2 et BP =+/3.
Donc AB=24/3.

Par symétrie, CO=0B=2,d'ou CP=3.

Puisque ABDE est un rectangle et que CP est perpendiculaired AB, alors AE = 3.
Examinons maintenant le rectangle ABDE et son cercle circonscrit.

Puisque ABDE est unrectangle, [1EAB- 90 . E D
Donc BE est un diamétre.
D’ apres |le théoreme de Pythagore : 3
BE? = EA? + AB?
=3 +(2\€§)2 AN 2/3_~B
=21

Le diamétre du grand cercle mesure J21.
Réponse : V21



PARTIEB

Letriangle ABC apour sommets A0, 0), B(9,0) et C(0, 6). Les points P et Q sont situés sur le coté AB, de maniére
que AP =PQ =0QB. Deméme, lespoints Ret Ssont situéssur le cdté AC, de maniére que AR=RS=SC. Onjoaint le
sommet C aux points P et Q. On joint le sommet B aux pointsR et S.

a) Déterminer I’ équation de la droite qui passe par les points R et B.

b) Déterminer I’ équation de la droite qui passe par les points P et C.

) Soit X le point d'intersection des segments PC et RB et Y e point d'intersection des segments QC et SB.

Démontrer que les points A, X et Y sont alignés, ¢’ est-a-dire qu'’ils sont situés sur une méme droite.

Solution
Puisque A0, 0), B(9,0) et AP=PQ =QB, aorsles coordonnées de P sont (3, 0) et celles de Q sont (6, 0).
De méme, les coordonnées de R sont (0, 2) et celles de Ssont (0, 4).

a) D’apréslescoordonnéesde R et de B, lapente de RB est égale a —% et I’équation de la droite qui passe par les

pointsRetBest y = —%x +2.

b) D’apréslescoordonnéesde P et de C, lapente de PC est égale a -2 et I’ équation de ladroite qui passe par les
pointsP et C est y = -2x +6.

c) On déterminerad’ abord les coordonnées de X, le
point d'intersection des droites de a) et de b).
Pour un point d’intersection, on a:

C(0, 6)

—§x+2:—2x+6 S0.4)

16 _ Y

—x=4

9 o R(0, 2)
Xzz X

On reporte cette valeur dans |’ équation y = —2x +6
A0, 0 P@3,0 6,0 B(9, 0
pour obtenir y = —2[9D+6,ou y:; (0.0 (3.0 Q6. 0) 3.0)

O

Les coordonnées de X sont %%

30
15':"

On détermine ensuite I’ équation des deux autres droites comme dans @) et b).
Lapentede QC est égale a—1 et I' équation de ladroite qui passe par lespointsQ et C y =—x +6.

Lapentede SB est égdea —g et I'équation de ladroite qui passe par les points Set B est y:—gx +4.

Pour déterminer les coordonnées du point d’intersection Y de ces deux droites, posons :

_X+6:_ﬂx +4
9
_5
==X
9
18
X==
5
e . 18 12
On reporte cette valeur dans I’ équation y = —x +6 pour obtenir y = = +6, ou y:E.
Les coordonnées de Y sont 48 1200

Os' 500



Lapentede AX est égdlea 5—

Lapentede AY est égale & 15— o 2

Puisgue les deux pentes sont égales, les points A, X et Y sont alignés.

Dansletriangle ABC, lespoints D, E et F sont situés sur les
cotés respectifs BC, CA et AB, de maniére E
queJ AFE 0O BFD, OBDFE O CDE et(OCED-0 AEF. E
a) Démontrer que 0 BDF= [0 BAC.
b) Déterminer lalongueur de BD, sachant que AB =5,

BC=8¢et CA=7.

Solution
a) Soit AFEDO BFD X
OBDF=0O CDE vy E
OCED=0 AEF =z F z
Donc: OFAE 180 —x-z
OFBG= 189 —x-y
UECE= 180 —-y-z B D I
Puisgue la somme de ces mesures égale 180°, aors:
540° - 2(x +y +2) =180°
X+y+z=180°

Dansletriangle AEF,ona: O FAER O AFED AEF 180
OFAE % z= X W z

OFAE y

Donc 0 BDE O BAC.

b) Commedanslapartiea),ona JECG=0 BFD xet OFBG-0 CED z.

Puisque leurs angles sont congrus deux & deux, lestriangles ABC, DBF, DEC et AEF sont semblables.

BD BA 5 CD _CA_7  AE_AB 5
Donc —=—==, —=—=—¢@g —=—==
BF BC 8 CE CB 8 AF AC 7

Il existe donc des valeursde k, | et m pour lesquelles BD =5k, BF =8k, CD=7I, CE=8, AE=5m et AF =7m.
Donc: 5k+71 =8 (1)
Tm+8k =5 (2
5m+8l =7 (3)
Oncacule7 x (3) =5 x (2), pour éliminer m, et on obtient :
561 — 40k = 24
71-5k=3 (4) B 5k D 7l C




On calcule (1) — (4) pour obtenir 10k =5, d'ou BD =5k = g

a) Alphonse et Béatrice jouent un jeu avec laforme
géométrique de la Figure 1. Alphonse commence en M
découpant laforme initiale en deux le long d’ une des
lignes. Il remet ensuite a Béatrice le morceau qui contient i
Figure 1
le triangle noir, tout en jetant |’ autre morceau.
Béatrice fait de méme avec le morceau qu’ elle regoit, ¢’ est-a-dire qu’ elle e découpe le long d' une ligne, remet le
morceau qui contient le triangle noir & Alphonse et jéte I’ autre morceau. On continue de cette fagon, le gagnant
étant celui ou celle qui recoit le triangle noir seulement. Démontrer qu'il est possible pour Béatrice de toujours

avoir une stratégie gagnante. Justifier saréponse.

Solution
On considére d' abord les premiers choix possibles d’ Alphonse. On peut supposer qu'il découpe du c6té gauche du
triangle noir.

1% cas
Alphonse enléve deux triangles blancs, lai ssant ﬂ

Béatrice enléve alors un triangle blanc et remet ﬂ aAlphonse, le forcant a enlever le dernier triangle blanc.
Béatrice gagne.

2°cas
Alphonse enléve un triangle blanc, |ai ssant m
Béatrice enléve alors les deux triangles du coté droit, ce qui laisse Alphonse dans la méme situation que dans le premier

cas.
Béatrice peut donc toujours gagner, peu importe le jeu d’ Alphonse.



b) Alphonse et Béatrice jouent |e méme jeu, avec les mémes
reglements, en employant cette fois-ci laforme
géométrique de la Figure 2 et Béatrice jouant en premier.
Comme dans la partie a), les coupes doivent étre faites le

long d’une ligne entiére. Existe-t-il une stratégie qui
permet a Béatrice de toujours gagner? Justifier sa réponse.

Figure 2

Solution

On démontreraqu’il existe une stratégie gagnante pour Béatrice.

Il s agira de réduire la forme géométrique de lafigure 2 acelle de lafigure 1, tout en forcant Alphonse ajouer ace
moment-1a.

On numérote leslignes de lafigure.

\(4) K(5) \(6)

A cause de lasymétrie de lafigure, on peut supposer que Béatrice fait sa premiére coupe le long des lignes (1), (2) ou
(3).

Si elle découpait le long des lignes (2) ou (3), Alphonse pourrait découper le long de I’ autre de ces deux lignes et lui
remettre une forme comme celle de lafigure 1. Béatrice perdrait.

Béatrice fait donc sa premiére coupe le long de laligne (1).

Si Alphonse découpe le long des lignes (2) ou (3), Béatrice découpe le long de I’ autre de ces deux lignes pour obtenir
une forme comme celle de lafigure 1, qu’ elle remet a Alphonse. Béatrice gagne.

Si Alphonse découpe le long des lignes (8) ou (9), Béatrice découpe le long de I’ autre de ces deux lignes pour obtenir
une forme comme celle de lafigure 1, qu’' elle remet & Alphonse. Béatrice gagne.

Laméme situation se présente si Alphonse découpe le long deslignes (5) ou (6).

On suppose donc qu’ Alphonse découpe e long des lignes (4) ou (7), disons (4).

Si Béatrice découpe le long des lignes (2), (3), (5), (6), (8) ou (9), Alphonse peut lui remettre une forme comme celle de
lafigure 1, ce qui permettrait & Alphonse de gagner. Béatrice fait donc sa deuxieme coupe le long de laligne (7).

Alphonse dont donc découper le long des lignes (2), (3), (5), (6), (8) ou (9), ce qui permet a Béatrice de lui remettre une
forme comme celle de lafigure 1. Alphonse est alors perdant.

I'y adonc une stratégie gagnante pour Béatrice.



4. On définit une suite ty, t,, t, ..., t, dentermes comme suit :
t,=1,t, =4 et t, =t,_, +t,_, lorsque k=3,4,...,n.
Soit T I’ ensemble de tous les termes de la suite, ¢’ est-a&-direque T :{tl, ty, ts, .., tn} .
a) Combien d’ entiers strictement positifs peuvent étre exprimés comme la somme d’ exactement deux termes
distincts de I’ ensemble T?

Solution

t, >0 pour tout k, 1< k<n.

Deplus, t, <t,,, pour tout k<n-1, puisque t,,, =t, +t,_;.
Lasuite est donc croissante.

og . . :
llya EIZE paires de termes, chacune donnant une somme qui est un entier.

Est-il possible que deux paires donnent la méme somme?
Considérons deux sommes dont |es éléments sont distincts, t, +t, et t. +t4. (S t, =t. et que les sommes sont égales,

aors t, =ty et on aaffaire ala somme des mémes termes.)

Sait t4 le plus grand des quatre termes.

Alors ty =ty +t4_, 2t, +t,, puisque t, et t,, ont des valeurs maximales respectives t,_; et t,_, et ne peuvent étre
égales.

Or puisque t, >0, dors t. +ty >t, +t,, ce qui démontre que les sommes sont distinctes.

. ) - . ohg . . N o,
Puisgue les paires donnent des sommes distinctes, il y a EIZE entiers qui peuvent étre exprimés comme la somme

d’ exactement deux termes distincts de I’ ensemble T.



b)

Combien d’ entiers strictement positifs peuvent étre exprimés comme la somme d’ exactement trois termes distincts
del’ensemble T?

Solution

g S .
llya EBEfagons de choisir trois termes pour obtenir une somme.

On considere deux sommes de trois termes, t, +1t,, +t; et ty +t, +t;. Si un destrois premiers termes est €gal aun
des trois derniers termes, on obtient deux sommes formées de deux termes distincts et selon la partie a), les deux
sommes seraient distinctes. Puisque |es termes sont distincts, soit t; le plus grand.
I est possible d' obtenir deux sommes égalesen posant t, =t;_;, t, =t;_,, ty =t._; et t, =t._,.
De combien de fagons peut-on le faire pour une valeur donnée def? Onsaitque 6 < f < n.
Puisque 2 <c < f —2, pour chaque valeur def, il y a f —5 choix pour c et le nombre de fagons est égal a

. M—40

Z(f—5)21+2+3+L +(n—5):g , B

I'y adonc un maximum de %@— éﬂ R 4@ sommes possibles de trois termes.
5 :

Y at-il des sommes qui sont égales?
Lesvaleurs maximalesde t,, t, et t. sont t;,,, t;_s, €t t;_,. [Si, par exemple, t, =t;_; et t, =t;_,, on aurait
une situation analysée ci-haut.] Donc :
Ly 1y +lo Steyg Fte 5+ y
<ty tli 3 +tiy
=ttt
=t;.
Or ty +t, +t; >t;.

Donc t, +t, +t. <ty +t, +t;.
g =40 . - . N S .
Il'y adonc ESE_E 5 Eentlers strictement positifs qui peuvent étre exprimés comme la somme d’ exactement

troistermes distincts de |’ensemble T.



