SOLUTIONS

QUESTION 1

Solution

Remarquons d’abord que

gl-= 9 3
1- = = =
-2 =3 0 raxe — w13

d’otr on obtient

fle)+ 11 -2)= 9==9:3 +9zi3 =1
Done
Qo7 B
- 3 (o) + (o) ]+ (i) o
- () 1 ()] ()
k=1 |
=997 + fj% = 997%_ ®)
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SOLUTIONS (Suite)

QUESTION 2

Solution 1.

On démontre V’inégalité équivalente a**v*c* > (abe)*+"*¢. Par symétrie, on peut
supposer que a > b > ¢. Donca—-62>0,0—c>0,a—-c>0et 52> 1,%21,%21.

On aura donc
a33b3bc.'3c _ (a)a—b (b)b—c (a)a—c -
(abe)attte = A p ¢ ¢ =

Solution 2.

Si on assigne les poids a,b,c respectivement aux nombres a,b,¢, alors Pinégalité
géométrique et harmonique moyenne pesée, suivie de ’inégalité arithmétique
et géométrique moyenne, nous donnent

e > e LIRS Yo,

a ¢

oo

atbte
3

d’otr a®6%c° > (abe) découle facilement.

QUESTION 3

Solution

Pour faciliter la démonstration, appelons I’angle intérieur supérieur 4 180° d’un
tel boumerang un angle “réflexe”.

Bien siir, on trouve b angles réflexes, chacun se trouvant dans un boumerang
différent et chacun dont le sommet correspondant se trouve & 1’intérieur de (.
Les angles autour de ces sommets totalisent 2bx. D’autre part, la somme des
angles iniérieurs de C est (s — 2)7 et la somme des angles intérieurs de tous les
g quadrilatéres est 2xg.

Ainsi, 27g > 2br + (s — 2)7 d’ou ’on obtient ¢ > b+ %
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SOLUTIONS (Suite)

QUESTION 4

Solution 1.

' 2
Comme 13 + 23 4+ ... + % = (M) , on aurra donc pour £ = 0 la solution

(z1,22, ,Zn;y) = (1 2,- ﬂﬁ;—ll) Pour montrer qu’il existe généralement

. oy 2 1 .
une infinité de solutions, posons c = % et remarquons que pour tout entier
positif ¢, on a:

(ck 3k+2)3 + (2ckq3k+2)3 -+ (nckq3k+2)3
- c3kq3(3k+2)(13 +23 . 3)
n(n+1
. kq3(3k+2)< ( 2+ ))
3k+2 3(3k+2) _ (cq )3k+2.

Ansi, (71,22, +,Tn;y) = (cFg®+2, 2ckg3%+2 ... nckg®*+2; ¢g®) est toujours une solu-
tion, ce qui complete la demonstration.
Solution 2.
Pour tout entier positif ¢, prenons z; = 23 = --- = z,, = n?+1¢%+2 4 = 23, Alors

st =n- n6k+3 q9k+6 (n q3)3k+2 — y3k+2.

1
1=1
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SOLUTIONS (Suite)

Seolution 3.

Si n = 1, prenons z; = ¢**? 5 = ¢* comme dans la solution 2. Pour n > 1, on
cherche des solutions de la forme

Ty =23 =1, =P, y=n.

Alors

T
Doal =y o Sl 2 B g, 1 1 o (3k+2)g& (3k+2)¢g—3p=1.

i=1

Cette derniére égalité est vérifiée si l’on considére

¢g=3t+2et p=(3k+2)t+(2k+1) ot ¢

est un entier non négatif quelconque. On retrouve done une infinité de solutions
positives et entiéres données par

N — n(3k+2)t+(2k+1} 3t4-2

L1 =Tg=-"-" s ¥y=n
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SOLUTIONS (Suite)

QUESTION 5

Solution

Remarquons d’abord que u; = 1 —u. Puisque # < z et 1 —r < 1 - % pour tout
z € [u,1], on obtient

- (\/E+ Ja- ) —:r))2

=l-u:.:-(lw—u)(l—x)—2\/uz(1—u)(l—x)

=u+z—2uz—2\/uz(1—u)(1—z)
Lut+z—2ur-2u(l-z)=2 - u.

Donc,

fle)=0s810<z<u {1)

et

feY<z—-usiu<a<l. ' (2)

De (2) lon obtient u; = f(u;) <y — v =1~ 2u si u; > u. Une récurrence facile
donne alors

tnt1 = f(tn) Cup—u <1l - (n+1)usi ¥ > u pour tout 1 =1,2,..- n.

Donc pout tout t suffisamment grand, on doit nécessairement avoir u;_; < u et
ainsi (1) nous donne finalement u; = f(ur_;) = 0.
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